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ومفصلس

�ی�ت�������:

:نگاشت
از.رود كـار مـيي نگاشـت بـه هـا كلمـه در رياضي براي تعريف انواع معيني از تناظرهاي بين مجموعه ، تنـاظري بـينRبـهDنگاشـت

و تنها يك عضو از مجموعهDاست كه در آن هر عضو مجموعهRوDهاي مجموعه ت از به عبارت ديگر نگاش.متناظر باشدRبا يك

DبهRاي است كه به هر عنصر قاعدهDاز و يكتايي ممكن است با بيشRطبق اين تعريف هر عضو.را نسبت دهدRعنصر مشخص

.متناظر باشدDاز يك عضو 

؟نيستيك نگاشت،يك كدام مثال:�

1(2(3(4(

.صحيح است4گزينه حل:�

نشنگاشت ميها را معمولاً با حروف بزرگ RD:Mنماد.دهند ان ميRبه مجموعهDنگاشتي از مجموعه→ .دهد را نمايش

)نويسيم:مي،باشـدRعضو نظيـر آن در مجموعـه′AوDعضوي از مجموعهAاگر ) AAM ′=.A′،تصـويرAتحـت نگاشـت

Mشود خوانده مي.

)صورت زوج مرتب هر نقطه صفحه را به )y,xاگر.دهيم نشان ميTآننگاشت يك )گاه باشد، ) ( )y,xy,xT به اين معنـا=′′

)ي است كه نقطه )y,x )ي تصوير نقطه′′ )y,xنگاشت تحتTاست.

)اگر مثال:� ) ( )y,xy,xT )،Tنگاشت گاه تحت آن=+45  تصوير كدام نقطه است؟,124(

 حل:�

( ) ( ) ( ) ( ) ),(,T
yy
xx

,y,xy,xT 12431
3124

145
12445 =−

=⇒=
−=⇒=+





⇒=+=

:نگاشت يك به يك

22نگاشت خطي IRIR:f نظير كند، يعني2IRمتمايز)نقاط(يرا به بردارها2IRمتمايز)نقاط(بردارهايfيك به يك است هرگاه→

vبه ازاي  , v2 21اگر2IRاز1 vv )آنگاه:≠ ) ( )21 vfvf )يا به عبارت ديگر اگر،باشد≠ ) ( )21 vfvf 21گاه آن= vv =.

RD:Mيعني در نگاشت يك به يك ميRهر عضو→ .باشدDتواند تصوير يك عضو حداكثر

:تبديلات هندسي
آن نگاشت مي هاي خاصي كه مي ناميم، حركت ها را تبديل .كنند هايي را در هندسه توصيف

صفبه تبديل، نگاشتي يك ).حه به روي خودش استيك از )22 IRIR:M →

و هيچ دو نقطه .اي داراي يك تصوير نيستند در تبديل، هر نقطه در صفحه، تصوير يك نقطه از صفحه است

22شرط رياضي تبديل بودن نگاشت IRIR:M  توان به اين صورت بيان كرد: را مي→

( ) ( ) ( ) ( )22112211 y,xTy,xTy,xy,x )يا اگر≠⇒≠ ) ( ) ( ) ( )22112211 y,xy,xy,xTy,xT  اگر=⇒=
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 كدام نگاشت يك تبديل است؟ مثال:�

1(( ) ( )0,xy,xT =2(( ) ( )yx,yxy,xT −−=

3(( ) ( )y,xy,xT 12 −=4(( ) ( )x,xy,xT =

.صحيح است3 گزينه حل:�

 يك به يك است زيرا:»ب«ي اما گزينه.يك به يك نيستند»د«و»ب«،»الف« توان ثابت كرد كه گزينه هايبا يافتن مثال نقض مي

1 2 1 2
1 1 2 2 1 1 2 2 1 1 1 2

1 2

2 1 2 1
2 1 2 1

x x x x
T(x , y ) T(x , y ) ( x , y ) ( x , y ) x , y ) (x , y )

y y

− = − ⇒ == ⇒ − = − ⇒ ⇒ ( =
=

:ها يك به يك نيستند بقيه گزينه

( )

)x,x()y,x(T)y,x(T
),()y,y(T)x,x(T

),x()y,x(Ty,xT

==

==

==

21

1111

21
00

0

:تبديل ايزومتري
مي ايزومتريكند ها را حفظي بين نقطه تبديلي كه فاصله .شود ناميده

)اگر تبديل مثال:� ) ( )aybx,byaxy,xT  ايزومتري باشد، كدام رابطه درست است؟=+−

1(1=− ba2(122 =+ ba3(122 =− ba4(1=+ ba

.صحيح است2گزينه حل:�

مياين تبديل مبدأ را )نگارد، يعني به مبدأ ) ( )0 0 0 0T , از،=, لذا كافي است فاصله يك نقطه دلخواه صفحه را از مبدأ، با فاصله تصويرش

.مبدأ برابر قرار دهيم

( )

( ) ( ) ( )
2 2

2 2 2 2 2 2 1

A x, y OA x y

A ax by,bx ay OA a b x y a b

⇒ = +

+ − ⇒ = + + ⇒ + =

�����

�����

 هاي زير، ايزومتري است؟ يك از تبديل كدام مثال:�

1(2D(x , y) ( x ,y )= − +2(2D(x , y) ( y , x)= −3(1 2D(x , y) (x , y)= +4(0D(x , y) (x , )=

 پاسخ است.1گزينه حل:�

و انتقال است كه هر دو ايزومتري1ي گزينه (چيزي شبيه كشيدگي ايجاد ميyدر راستاي3و2هاي اند. اما گزينه تركيب بازتاب كنند

گ و .نيستنيز تصوير است كه ايزومتري4ي زينهتجانس منتهي روي يك محور)

:نمايش ماتريسي تبديلات هندسي
آناآن،ترين ويژگيهاي تبديلات هندسي خطي يكي از مهم مـاتريس نظيـر تبـديل.ها را با ماتريس نيز معرفي كـرد ست كه مي توان

)dycx,byax()y,x(T :عبارت است از=++







dc
ba

22تبديل اگرهمچنين، IRIR:T با ماتريس→







=

dc
ba

Aبيـان

)ي هر نقطه به مختصات يافته شود، تبديل )y,x2ي از صفحهIRتوسطTاي مانند نقطه( )y,x  است كه:′′





+=′
+=′

⇒















=








′
′
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y
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)ي اگر تبديل يافته نقطه مثال:� تحت ماتريس,−11(







−1

1

a
b

)ي نقطه baباشد،,32(  كدام است؟+

 حل:�

1
231
121

3
2

1
1

1
1

=+⇒
=⇒=+
−=⇒=−

⇒







=








−






−

ba
aa

bb
a

b

آن متوازيي يافته تبديل مثال:� الاضلاع كه رئوس







4510

2200
است، تحت ماتريس








− 12

01
 باشد؟ كدام چهارضلعي مي

 حل:�









=
















− 0110

2200
4510
2200

12
01

:هاي متوالي تبديل

22تبديـل خطـي IRIR:T 1T,,Tnهــاي خطــي را ممكـن اسـت بـه صورت تركيـب تبـديل→ يعنــي.بيــان كنيــم…

))))x(T(T(T(T)x(T nn …… 1T,,Tnهاي اگر تبديل.=−121 1A,,Anهاي داراي ماتريس… Tباشـد، مـاتريس تبـديل…

121ها خواهد بود: ضرب آن ماتريس حاصل AAAAA nn …−=

:تبديل وارون

22يل خطي اگر تبد IRIR:T 221وجود داشته باشد، آن گاه نگاشت→ IRIR:T نيز يك تبديل خطي است، كه آن را وارون−→

)در اين صورت داريم:.ناميم ميTنگاشت  ) ( ) Iy,xOTT,Iy,xTOT == −−  يعني:،تبديل هماني استIكه11

( ) ( )y,xy,xI =

.باشد ميA−1داراي ماتريسT−1باشد، تبديلAداراي ماتريسTاگر تبديل

)وارون تبديل مثال:� ) ( )yx,yxy,xT 3725  كدام است؟=++

 حل:�

 راه حل اول:

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )YX,YXY,XT
YXy

YXx
yxY
yxX

y,xY,XTY,Xy,xT 5723
57

23
37
25 11 +−−=⇒





+−=
−=

⇒




+=
+=

⇒=⇒= −−

 راه حل دوم:

( ) ( )yx,yxy,xTAA 5723
57

23
37
25 11 +−−=⇒








−

−
=⇒








= −−

. كه مختصات رئوس يك مستطيل است

• •

••

•

•

•

•
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:تبديلات هندسي مهم

:انتقال)الف

و در يـك جهـتي نقطه انتقال تبديلي است كه تحت آن همه هاي صفحه، به يك فاصـله

ميهجاب )تبديل.شوند جا )( ) ( )ky,hxy,xT k,h ازاي هـر دو عـدد حقيقـي به=++

.يك انتقال استي دهنده نشانh,kثابت 

و در جهـتي نقاط صفحه به اندازه در انتقال همه بـردار منتقـلآني يـك بـردار ثابـت

).(لذا تبديل انتقال فقط داراي يك بردار ثابت است.شوند مي

:هاي انتقال ويژگي
مي بردارهايي كه هر نقطه را به نقطه)1 و جهتهاي سازند، داراي طولي تصويرش نظير .هاي يكسان هستند مساوي

مي انتقال طول پاره)2 .كند خط را حفظ

مي)3 .كند انتقال شيب خط را حفظ

.انتقال يك ايزومتري است)4

.يك انتقال استمتوالي خود نتيجه هر چند انتقال)5

خط مثال:� v),(در اثر انتقال با بردارDتصوير خط′Dاگر 02=
�

v),(در اثر انتقال با بردار∆تصوير خط′∆و 30=
�

باشد،

 اند.) طعمتقاDو∆( شود؟ از تقاطع اين چهار خط كدام شكل ساخته مي

لاعالاض متوازي)4 الزامأ لوزي)3 الزامأ مربع)2 الزاماً مستطيل)1

.صحيح است4گزينه حل:�

و بنابراين در حالت كلي با توجه به اين∆,Dهاي شكل حاصل بستگي به وضعيت خط D||Dكـه نسبت به هم دارد ∆′∆و′ ،اسـت ||

.الاضلاع است چهارضلعي حاصل متوازي

ي تمـاس ايـن مكان هندسـي نقطـه.كند كه نقطه ثابتي است حركت ميAحول يك نقطه خود به نامR,O(C(ي دايره مثال:�

 كدام است؟∆هاي موازي با امتداد ثابت دايره با مماس

.Rو به شعاعAدايره است به مركز)1

.گذرند ميAاست كه ازRدو دايره به شعاع)2

.R2و به شعاعOدايره است به مركز)3

.∆خطي است موازي با امتداد ثابت)4

.صحيح است2 گزينه حل:�

و مماس بر دايره∆موازي باdاگر.استRو به شعاعAيك دايره به مركزOمكان هندسي،كند حركت ميAاولاً چون دايره حول

Cباشد،OM بر .OMاندازه بردارهب،استOانتقال يافتهMپس،Rبه اندازه∆برداري است عمود

مMبنابراين مكان هندسي در نتيجه.است ONبا بردارOانتقال يافته مكانNهمچنين مكان هندسي.استOكان هندسي انتقال يافته

.گذرند ميAكه از استRمكان مزبور دو دايره به شعاع 

{k
(x , y)

(x h , y k)+ +

���
h

M

∆

AO
d

d′

∆

N

AO
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:)تقارن(بازتاب)ب

خط1 :) بازتاب نسبت به
نباشـد،Lكه روي خـطQ، تبديلي است كه تحت آن تصويـر هر نقطـهLدر صفحه، بازتاب نسبت به خطLبه ازاي هر خط

QQعمود منصفLاست، بطوريكه خط′Qاي مانند نقطه خطPهمچنين تصوير نقطه.باشد′ آميLكه روي ن نقطـه باشـد، خـود

ميLخط.باشد مي خط.شود محور تقارن بازتاب ناميده باLبازتاب نسبت به )را )y,xALدهيم نمايش مي.

 مثال:براي

)y,x()y,x(Ay  هاxبازتاب نسبت به محور0==−

)y,x()y,x(Ax  هاyبازتاب نسبت به محور0==−

( ) ( )x,yy,xA xy و سوم==  بازتاب نسبت به نيمساز ربع اول

( ) ( )x,yy,xA xy و چهارم=−=−−  بازتاب نسبت به نيمساز ربع دوم

:) بازتاب نسبت به نقطه2
′Qاي مانند در صفحه روي نقطهQي، نگاشتي است كه تحت آن هر نقطهPدر صفحه بازتاب نسبت به نقطهPبه ازاي هر نقطه

كه طوري نگاشته مي و′QوQ،Pشود QPPQروي يك خط راست باشند .شود مركز تقارن اين بازتاب ناميده ميPي نقطه،=′

رو براي مثال ضابطه بازتاب نسبت به مبدأ به  رو مي باشد:به صورت

)y,x()y,x(AO −−=

:بازتابكلي ويژگيهاي
مي بازتاب طول پاره-1 .كند خط را حفظ

مي.كند بازتاب در حالت كلي شيب خط را حفظ نمي-2 را(بازتاب نسبت به نقطه شيب را حفظ و بازتاب نسـبت بـه خـط شـيب كند

 كند) لزوماً حفظ نمي

.بازتاب يك ايزومتري است-4.كند بازتاب جهت شكل را حفظ نمي-3

:هاي خاص بازتاب نسبت به نقطه ويژگي

.هاي دوران را دارد همه ويژگي)1

Oيك انتقال است با بردار2Oو1Oيي هر دو بازتاب نسبت به دو نقطه نتيجه)2 O1 22
������

.

AA O O=2 1 22
���� �����

غيرواقـع بـر يـك خـط راسـتيهنسـبت بـه سـه نقط ـمتـوالي نتيجه هر سه بازتاب)3

123 O,O,O،4بازتاب نسبت به نقطهOاست.

آن رأس چهارم متوازي4Oنقطه 123الاضلاعي است كه سه رأس متـوالي O,O,O

.باشد مي

)ي تقارن نسبت به نقطه ضابطه)4 )βα,O:برابر است با)y,x()y,x(AO −β−α= 22

Q′Q P

1O
1A

A 2A
2O

2O

1O

1A 2A

A 3A

3O

4O

PP ′=

L

Q′Q
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دو معادله مثال:� 8ي نقطهي تصوير خط گذرنده بر 1A( , 2و( 5B ( , 1ي تحت بازتاب نسبت به نقطه−( 3( ,  كدام است؟−(

1(5 2 5y x+ =2(5 2 9y x+ =3(5 2 10y x− =4(2 5 7y x+ =

 پاسخ است.1گزينه حل:�

8 1 10
1 3 5 5 11 0

102 1 0
5 3 1

5 5 2 2 5 5

A O A
y (x )

B O B

y x x y

− −
′′⇒ ⇒ 

− ⇒ − = −
−− − ′′⇒ ⇒ 



− = ⇒ + =

 

خط)5 ′∆++′=0اگر cbyax:خط ∆++=0تصوير cbyax:تحت بازتاب نسبت به نقطهOباشد، معادله مكـان هندسـي

(نقطه 0برابر است با:)Oمركز تقارن
2

=
′+

++
ccbyax.خط .ها واقع استو در وسط آن∆′و∆اين خط، موازي دو

022اگر تصوير خط مثال:� =+− yx:Dدر اثر تقارن نسبت به نقطهω022خط =++−′ yx:Dباشد، مكان هندسـيω

 كدام است؟

 حل:�

xyyx
yx
yx

20
2

222
022
022

=⇒=
−

+−⇒
=−−
=+−

2بازتاب خط مثال:� 4x y− )2ي نسبت به نقطه= ,a)2، خط 6 0x y− +  كدام است؟aاست.=

 حل:�

و،چون دو خط موازيند ازي با فاصله محور تقارن خطي است كه بين دو خط  دو قرار دارد. آن مساوي

2 4 0 6 4
2 0 2 1 0

2 6 0 2
x y

x y x y
x y
− − =  −

⇒ − + = → − + =
− + = 

ي پس نقطه
2
a

 روي خط فوق قرار دارد.

2 2 1 0a− + =

3پس
2

a =

 هاي خاص بازتاب نسبت به خط: ويژگي

خ)1 و اندازه.ط موازي يك انتقال استنتيجه هر دو بازتاب نسبت به دو دو برابر فاصـله،آني بردار اين انتقال عمود بر راستاي دو خط

 بين دو خط است.

2 2(A A L)=
�

)ي نتيجه دو بازتاب متوالي نقطه مثال:�  برابر است با:y=4و سپس خطy=2نسبت به خط,33(

)بازتاب نسبت به نقطه)1 )43,

)انتقال تحت بردار)2 )40,

خط)3 y=4بازتاب نسبت به

.) چنين تبديلي وجود ندارد4

1A

2A

A

L
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.صحيح است2گزينه حل:�

2

2

2

0 2 2 0 2 0 4

A A L

L ( , ) A A ( , ) ( , )

=

= ⇒ = =

������� ��

�� �������

2انتقال تحت بردار 0 4A A ( , )=
�������

هر دو بازتاب نسبت به دو خط متقاطع، دوراني است به مركز محل تلاقي دو خـط:نتيجه

خطو زاويه)محور تقارن(متقاطع  .اي مساوي دو برابر زاويه بين دو

خط ضابطه)2 ∆++=0ي بازتاب نسبت به cbyax:اا عبارت :زست

( ) ax by c ax by cA x, y x a , y b
a b a b∆

 + + + += − × − × + + 2 2 2 22 2 

M),(ي تصوير نقطه′Mي اگر نقطه مثال:� 11 022در اثر بازتاب نسبت به خط=−− =−+ yxباشد، مختصاتM′كدام است؟ 

 حل:�

),(M))(),((),(AM 13
5

212121
5

21222111 =′⇒
−−−

××−−
−−−

××−−=−−=′

خطتحت يك بازتاب نسبت مثال:� ),(يهنقط،به ),(ي روي نقطه−12 تصوير كدام نقطه تحـت ايـن بازتـاب،شود تصوير مي52

),(يهنقط ؟است43

1(0 1( , )2(0 1( , )−3(1 0( , )4(1 0( , )−

 صحيح است.4گزينه حل:�

),(يهنقطيهپس فاصل،چون بازتاب تبديلي ايزومتري است ),(يهاز نقط52 ),(يهنقطـيهبا فاصل43 از نقطـه اي كـه تصـويرش−12

),( مي4يهد كه اين موضوع فقط در گزيناست بايد برابر باش43 .افتد اتفاق

)ي تبديل يافته دايرهي معادله مثال:� ) ( ) 112 22 =−++ yxتحت نگاشت تقارن نسبت به خطxy  ست؟چي=

 حل:�

xyچون قرينه دايره نسبت به خط ب قرينه اي به همان شعاع است، كافي است دايره=  دست آوريم:هي مركز دايره را

( ) ( ) 121
2

1
1
2

01
10 22 =++−⇒








−

=






−








yx

خط)3 ′∆′+′+′=0اگر cybxa:خط ∆++=0تصوير cbyax:،تحت بازتاب باشد، معادلات محورهـاي تقـارن در صـفحه

برابر
2222 ba

cybxa

ba

cbyax

′+′

′+′+′
±=

+

++
)ي نيمسازهاي دو خط متقاطع معادله(.است

خط اگر مثال:� 012دو =+− yx0124و =−+ yxقرينه محوري يكديگر باشند، محور تقارن كدام است؟ 

 حل:�

6 2 1 0x y− + 0362122124و=
41

12
164

124
=−+⇒+−±=−+⇒

+

+−
±=

+

−+
yx)yx(yx

yxyx

1A

2A

3Aα
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و محور تقارن يك شكل :مركز تقارن
به اي كه قرينه وجود داشتــه باشد، به گونهOاي مانند اگر براي يك شكل نقطـه اي از خود شكل باشـد، نقطهOي هر نقطه شكل نسبت

Oوجـود داشـته باشـد، بـه∆اگر براي يك شكل، خطي ماننـد.مثلاً مركز دايره، مركز تقارن دايره است.را مركز تقارن آن شكل نامند

از.نامنـد را محور تقارن آن شـكل مـي∆اي از خود شكل باشد،ي آن شكل نسبت به آن خط، نقطهي هر نقطه اي كه قرينه گونه بعضـي

و برخي ديگر داراي يك يا چند محور تقارن هستندشكل بي مثلاً متوازي.ها محور تقارن ندارند و دايره شـمار الاضلاع محور تقارن ندارد

.محور تقارن دارد

.شكلي كه داراي دو محور تقارن عمود بر هم باشد داراي مركز تقارن است:قضيه

فرد باشد مركز تقارنnاگر.محور تقــارن استnضلعي منتظـم دارايnنكته:

و اگر  .زوج باشد داراي يك مركز تقارن استnندارد

:دوران)ج
اي مانند در صفحه را به نقطهAي تبديلي است كه هر نقطهαو زاويهOيك دوران به مركز

A′اي كه: كند به گونه از آن صفحه نظير مي 

.ثابت استOي مركز دوران يعني نقطه)1

از نقطهAاگر)2 آنOاي غير AOOAگاه باشد،  زاويه دوران)α=′AÔA)αو=′

و در خلاف جهت حركـت عقربـهAاي مانند نقطهOاي به مركز در دايره از را در نظر گرفته ′AبـهAهـاي سـاعت روي دايـره

ب حركت مي ′�AOAكه طوريهكنيم = α.چونOA OA′=پس ،A′ي تصوير نقطهAتحت دوران به مركزOيو اندازهαاست.

.هاي ساعت است يعني اندازه زاويه مثبت باشد، دوران در جهت خلاف حركت عقربهαاگر

120ˆAOC = °

ACAB,AEAD,BÂCدر شكل مقابل مثال:� ==°= =°و50 65DÊAزاويهαچند درجه است؟ 

1(115 

2(120 

3(125 

4(130 

 پاسخ است.4گزينه حل:�

BEاست. لذا:Aحول°50ي اندازهبه AEBي مثلث يافته دوران ADCمثلث CD→

ا نيز زاويه CDو BEي بين پس زاويه به منفرجه است، ما زاويهαست كه چوني دوران ميي مكمل آن را  آوريم: دست

180 50 130° − ° = °
و ABCالاضلاع مركز ثقل مثلث متساويOي نقطه مثال:� BDاست CE=است؟ نادرست. كدام بيان 

1(OE OD=

2(OD BE⊥

3(120ˆEOD = °

4(120ˆAOC = °

α

O

A′ A

A

B C

E

D

O
•

A B

C
E

D

α
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 پاسخ است.2گزينه حل:�

چون
60

AB BC
BD CE

ˆB̂ C

=
 =
 = = °

 است.Oي نسبت به نقطه ABDي مثلث يافته دوران BECتوان گفت مثلث، پس مي

A B
D E
B C

→
→
→

AOBˆ120ي دورانو زاويه =  است.°

 ها: بررسي گزينه

: OE(چون در ضمن دوران، شعاع دوران ثابت است.) OD=1ي : گزينه

120ˆEOD = 2ي : گزينه°

 دانست. لذا:Oي درجه حول نقطه 120ي اندازهبه ADCي يافته را دوران ABEتوان با همين توضيحات مي

 هاي دوران:گيويژ
مي دوران طول پاره)1 .كند خط را حفظ

مي)2 .دارد دوران مركز دوران را ثابت نگه

θ=°جز براي(كند دوران الزاماً شيب خط را حفظ نمي)3 θ=°و180 π=θها يعنيو مضارب آن360 k(.

ا)4 .ستدوران يك ايزومتري

و زاويه)5 .ها اي مساوي مجموع زاويه نتيجه هر چند دوران حول يك مركز، يك دوران است به همان مركز

)ي نقطهي يافته تبديل)6 )y,xي، تحت دوران به اندازه زاويهθ:برابر است با( )θ+θθ−θ cosysinx,sinycosxو لذا: تبديل

ميدوران توان بيان كرد: را با ماتريس مقابل







θθ
θ−θ

=θ cossin
sincos

R

θ=°كه مثلاً براي 90:

)x,y()y,x(R
x
y

y
x

−=⇒






−
=















 −
01

10

θ=°و براي 180:

)y,x()y,x(R
y
x

y
x

−−=⇒







−
−

=















−

−
10

01

θ=°و براي 270:

)x,y(R)y,x(R
x

y
y
x

−=⇒







−

=















− 01

10

مينيز مركز تقارنOدر اين حالت نقطه.باشد نيز ميOمعادل بازتاب نسبت به نقطه180°و زاويهOران به مركـزدو)7 .شود ناميده

a,a(M(نقطه،aكدام مقداريبه ازا مثال:� 11 M),(تصوير نقطه′=+− و زاويـه در اثر دوران با مركز مبداء=11 مختصات

 است؟°45

 حل:�







=−

=+
⇒








=


























−

=















°°
°−°

=







−
+

21

01
2

0
1
1

2
2

2
2

2
2

2
2

1
1

4545
4545

1
1

a

a
cossin
sincos

a
a

.جواب وجود نداردaبراي
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x,y()y,x(T(تبديل مثال:� 11  نتيجه كدام دو تبديل است؟=−+−

و دوران)1 و تجانس)2 انتقال و تقارن)4 دو تقارن محوري)3 انتقال  انتقال

.است صحيح1گزينه حل:�









−
−−

=







−
−








 −
=

−−=
−−−=

−−°

−−

1
1

1
1

01
10

11
11

1190

11

x
)y(

y
x

)y,x(oTR

)y,x()y,x(T
))x(),y(()y,x(T

),(

),(

و يك دوران است .لذا تركيب يك انتقال

 تجانس:)د
 از آن صفحه طوري نظير كند كه:′Aاي مانند در صفحه را به نقطهAتبديلي است كه هر نقطهKو نسبتOتجانس به مركز

.ثابت باشدOي مركز تجانس يعني نقطه)1

2(A′خط روي نيمOA ب OA.KAOكه: طوريهقرار گيرد =′

مي تحت تجانس همه )k=1مگر در حالت(.شودي ابعاد يك شكل به نسبت تجانس بزرگ يا كوچك

),(اگر در تجانس به مركز مثال:� 32−=ω015تصوير خط =+− yx035خط =−− yxباشد، قدرمطلق نسـبت تجـانس

 كدام است؟

 حل:�

.باشدDازωي برابر فاصلهD′،kازωي پس بايد فاصله،مركز تجانس استωچون

4
5

1620
251

1152

251

3152
=⇒×=⇒

+

+−−
×=

+

−−−
⇒ω=′ω kkkHkH

ي تبديل تجانس: ضابطه
)تبـديل ) ( )ky,kxy,xD و مركـزkدر صفحـه مختصـات يك تجانس بـا نسـبت تجـانس=

)تجانس مي,00( .دهد را نشان

10و اگر باشد، تجانس يك انبسـاطk<1اگر << kباشـد، تجـانس يـك انقبـاض نـام دارد.

.شود تجانس معكوس ناميده ميk>0حالت

:هاي تجانس ويژگي
مي)1 .كند تجانس شيب خط را حفظ

مي)2 .ماند تحت تجانس مركز تجانس ثابت

.)k=1كه مگر در حالتي(كند تجانس طول يا مساحت را حفظ نمي)3

.دهد تغيير مي2kو مساحت را با ضريبkتجانس طول را با ضريب)4

مي خطهايي كه نقطه)5 .كنند در مركز تجانس همرسند هاي نظير را به هم وصل

و نسبت تجانسي′kوkهاي نتيجه دو تجانس هم مركز با نسبت)6 kkاست با همان مركز ′.

)و مركزkماتريس تبديل تجانس با نسبت تجانس)7 برابر است با:,00(







k

k
0

0

k(kAA(Sاست كه′AنقطهKو نسبتSبه مركزAي مجانس نقطه)8 −+=′ 1.

1SA KSA (A S) K(A S) A KA ( K)S′ ′ ′= → − = − ⇒ = + −

A′

O

A

A ′′′

A ′′
A

1>k

0<k

10 << k

A′
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و هم معكوس))9 (هم مستقيم خط مركز تجانس نقطه.هـر دو دايره مجانس يكديگرنـد خط اي است واقع بر (يا امتداد آن) كه المركزين

.كند المركزين را به نسبت دو شعاع تقسيم مي

 باشد:Cتصوير′Cاگر

R
Rk
′

)Cتصوير′S)C: مركز تجانس مستقيمو=

R
Rk
′

)Cتصوير′S′)C: مركز تجانس معكوسو=−

خط معادله مثال:� 2ي تصوير 3y x+ 1تحت تجانس به مركز= 4( , به2و نسبت( yصورت، ax b+  كدام است؟bاست.=

-1)14)3 ) صفر52)1

 پاسخ است.2گزينه حل:�

1
1

1 2 1 22 1
4 2 4 4

2
4 12 3 2 3 4 2 1 6 2 0 2 0

2 2

SA KSA A S K(A S) A KA ( K)S
xxx x x

( )
y y y yy

y xy x ( ) y (x ) y x a , b

′ ′ ′= ⇒ − = − ⇒ = + −
′+

=′ −
= + − = ⇒

′ ′− +
=

′ ′+ + ′ ′ ′ ′+ = ⇒ + = ⇒ + + + = ⇒ + = ⇒ = =

����� ����

و در اين .استk=−1حالت تذكر: اگر دو دايره متساوي باشند، فقط مجانس معكوس يكديگرند

cmOOاگر.متر است سانتي,35مركزهاي دو دايره به شعاعهاي′O,O مثال:� باشد، فاصله مركز تجانس معكوس اين′=12

 متر است؟ دو دايره از مركز دايره با شعاع بزرگتر چند سانتي

 حل:�

57
8
60

12
5
8

12
5
3

12
5
3

3
5

/OFOFOFOF
OOOFFO

OFFO
FO

OF
==′⇒=′⇒=′+′⇒







=′=′+

′=⇒=
′

و رأسB,Cدو رأس ABCدر مثلث مثال:� كند، مكان هندسـي مركـز ثقـل تغيير ميR,O(C(ي مفروض بر روي دايرهAثابت

 است؟ مثلث كدام

 حل:�

MAMG:پس همـواره داريـم،هاي مثلث است چون مركز ثقل مثلث محل تلاقي ميانه
3
1

Gيعنـي،=

و نسبتMاست به مركزAمجانس
3
1)Mوسـط ثابت است، چون B,C(پـس مكـان.اسـت

با نسبتAمجانس مكان هندسيGهندسي 
3
اي به شعاع يعني دايره،باشد مي1

3
R.

 باشد؟ تواندنميتركيب دو تقارن محوري كه محورهاي آن دو بر هم عمود باشند، كدام تبديل مثال:�

 دوران)4زيتقارن مرك)3 تجانس)2 انتقال)1

.صحيح است1گزينه حل:�

2لذا دورانـي بـه انـدازه،اي برابر دو برابر زاويه بين دو خط است تركيب دو تقارن با محورهاي متقاطع يك دوران با زاويه 90 180× =� �

1kتقارن مركزي نسبت به نقطه تقاطع، تجانس با ضريب.است يك تقارن مركزيداريم كه = .نيز هست−

S

C
O

RS′
O′

C′

R′

O
3F

O′

5

A

B M C
G
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و نكات مشتركجمع :تبديلات بندي
و اندازه طول پاره)1 مي خط و بازتاب ثابت .ماندي زاويه، تحت انتقال، دوران

آن)2 مي اگر دو خط موازي باشند، هر يك از .اشته شوديا بازتاب بر روي ديگري نگ180°تواند تحت يك انتقال، دوران ها

 بازتاب دوران انتقال

مي)3 .يا بازتاب بر روي خودش نگاشته شود180°تواند تحت يك انتقال، دوران يك خط

 بازتاب دوران انتقال

BAمحور تقارن بازتابي است كهABخط عمودمنصف هر پاره)4 .→ABو→

آن)5 مي اگر دو خط متقاطع باشند، هر يك از .تواند تحت يك دوران يا بازتاب بر روي ديگري نگاشته شود ها

 دوران محور تقارن است،نيمساز زاويه

2ي، بازتاب خط به معادلهaازاي كدام مقداربه مثال:� 1y ax a= + خ− 2يط به معادلهنسبت به 0y x− بـر خـودش نگاشـته=

 شود؟ مي

1(22(2-3(1
2

4(1
2

−

 پاسخ است.4گزينه حل:�
 پذير است: اگر بازتاب يك خط نسبت به خط ديگري بر خودش نگاشته شود، دو حالت امكان

او1 ل بر خط دوم عمود باشد. ) خط

 ) خط اول بر خط دوم منطبق باشد.2
2 1

2

y ax ( a )
x

y

= + −

=

 حالت اول:
1 1 2
2

a a× = − ⇒ = −

 حالت دوم:

1 2 1 0
2

a a= ⇒ − =

°180

O

BA

θ

θ
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خط مثال:� 023اگر =+− yx013تصوير خط =+− yxب  دوران كدام است؟ي اشد، زاويهدر اثر يك دوران

بـين دو خـط را بـه عنـواني لذا كافي اسـت زاويـه.توان دو خط را دوران يافته يكديگر حول نقطه تقاطعشان در نظر گرفتمي حل:�

بي زاويه :دست آوريمهدوران

3 2 33 33 3 30
1 1 1 2 3
m m

tan
mm

−′−
θ = = = = ⇒ θ = °

′+ +
 

دو يكديگر حول نقطهي يافته دو خط را دوران اگر باي، در اين صورت زاويهخط در نظر بگيريم اي بيرون 150°:دوران برابر است

خط در صفحه مثال:� كـه مجمـوعdاي بـر روي خـط اند. براي يافتن نقطـه در يك طرف خط مفروضBوAو دو نقطهdاي

هنكمBوAهاي آن دو نقطه فاصله بهترين مقدار را داشته باشند، كدام تبديل مي دسي  رود؟ كار

 ) انتقال4 ) دوران3 ) تجانس2 ) بازتاب1

 پاسخ است.1گزينه حل:�

وdرا نسـبت بـه خـطBي تبديل موردنياز بازتاب است چون اگر نقطه قرينـه كنـيم

ميdخط′ABخط اي كه پاره نقطه را را قطع PAبنـاميم،Pكند PB+تـرين كـم

MAمقدار ممكن براي  MB+:است. چون 

MB MB
PB PB

′=
 ′=

MA MB AB MB MA AP PB′ ′+ > ⇒ + > ي حمار : طبق قضيه +

خط مثال:� و متساوي براي رسم مثلث قائم،اند ها مفروض خارج آنAيو نقطه′∆و∆دو كه دوAالساقين با رأس الزاويه

به،ي آن بر روي هر دو خط مفروض باشد سر قاعده مي كدام تبديل  رود؟ كار

 حل:�

ميAيهحول نقط90°يهرا به انداز∆ابتدا خط خطد دوران يهرا در نقط′∆هيم تا

Cقطع كند.

ميي پس فاصله،چون تبديل دوران ايزومتري است به.كند بين نقاط را حفظ Cيهازاي نقط لذا
Cاش از پاي عمود با فاصله وجود دارد كه فاصله∆رويBماننداي يافته نقطه دوران روي خط

پ و شعاع دوران در اثناي دوران ثابتBيهدوران يافتCحال چون.اي عمود برابر استاز است

شدپسالساقين است متساوييهالزاوي قائم ABCپس مثلث،ماند مي .مثلث مورد نظر رسم

ميبه،قرار داشته باشند الساقين با رأس معلوم كه دو رأس ديگرشان روي خطوط معلوم هاي متساوي اين ايده همواره براي رسم مثلث .رود كار

خط مثال:� d,d,dسه مي چند مثلث متساوي.در يك صفحه مفروضند′′′ كه هر كدام از رئـوس توان رسم كرد به طوري الاضلاع

d,d,dهاي آن بر يكي از خط  باشد؟واقع′′′

ا نقطه،مثال فوقيهطبق ايد حل:� و مثلث متساوياي روي يكي درجـه كـه دو رأس60رأسيهالساقيني با زاويز خطوط اختيار كرده

به رسم مي كنيم تا مثلث متساوي،ديگر آن روي دو خط ديگر باشد .دست آيد الاضلاع

ب مثال:� مي متقاطعAي هاي متفاوت در نقطه شعاعادر يك صفحه، دو دايره خطيAي از نقطهتوان اند. با استفاده از كدام تبديل

 گذراند كه در اين دو دايره، وترهاي مساوي ايجاد كند؟

و بزرگ) بازتاب دهيم، دايرهي تقاطع دو دايره(نقطهAيي كوچكتر را نسبت به نقطه اگر دايره حل:� يي كوچك

به خط مي چين كه دست ABآيد. واضح است AB′=ي زيرا نقطهB′ي بازتاب نقطهBنسبت به مركزA.است 

(خطAي تر است، بنابراين از نقطهي بزرگ وتري از دايره′ABطرفي از و كوچك، وترهاي ) كه در دو دايره′BBخطي گذرانده شده ي بزرگ

(وتر ما را به مقصود رساندهAي يعني بازتاب نسب به نقطهپسي بزرگ) در دايره′ABي كوچك = وتر در دايرهABمساوي جدا كرده است

مي هم همين نتيجهAي نسبت به نقطه�180هم هست. به عبارت ديگر دوران�180است. اما هر بازتاب مركزي يك دوران   دهد. را

A

B

B′

P• M•

A•
B•

B′•

d

A
∆

∆′

C∆يدوران يافته

B



42

باABخطو پاره′dوdدو خط متقاطع مثال:� آن، در صفحه′dوdغيرموازي خطي موازي ها مفروض است. براي رسم پارهي

بهABو مساوي  مي كه دو سر آن بر روي اين دو خط باشد، كدام تبديل هندسي  رود؟ كار

 حل:�

ABرا تحـتdاند. هرگاه خـط مفروض ABخط پارهو′dوdدو خط
����

را′dو خـط

BAتحت 
����

مي انتقال دهيم يك متوازي گردد. قطـري كـه دو سـر آن روي الاضلاع حاصل

و موازي پاره′dوdخطوط   است. ABخط قرار دارد، مساوي

BAرا تحتdيم خط توان تذكر: مي
����

ABرا تحت′dو خط
����

انتقال دهيم. در اين حالت

مي نيز متوازي وdي از آن كه دو سر آن روي خطوط شود كه قطر الاضلاعي ديگر حاصل
d′و موازي پاره قرار  است. ABخط دارد، مساوي

:يك تبديلتحت دلخواه هر منحنيي يافته روش يافتن تبديل
)پارامتري دلخواهي ابتدا نقطه )y,xA و تبديل را بر آن اعمرا= ميروي منحني در نظر گرفته )ي كنيم تا نقطه ال )Y,XA .دست آيـد به′=

و در منحني اوليه جايگذاري ميX,Yرا برحسبx,yسپس .منحني تحت تبديل مورد نظر استي يافتهي حاصل تبديل معادله.كنيم پيدا كرده

122ي منحني يافته تبديل مثال:� =+ yxتحت تبديل( ) ( )y,xy,xf  كدام است؟=23

)ي ابتدا نقطه حل:� )y,xA .گيريم را روي منحني در نظر مي=

( ) ( ) ( ) 1
49

1
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X
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مي،اين تبديل .كند دايره را به بيضي تبديل

=−8تصوير خط مثال:� xyمحور تحت تقارن نسبت بهxها كدام است؟ 

 حل:�

88 +−=⇒−=−⇒−=⇒−==⇒−=⇒= XYXYYyyY,xX)y,x()y,x(R)y,x(A
2يي خط به معادله يافته تبديل مثال:� 5y x− و زاويـه= در جهـت مثلثـاتي،°90ي دوران، تحت دوران به مركز مبدأ مختصات

مي خط مفروض را با كدام مختصات  كند؟ قطع

1(5 5( , )2(5 5
3 3

( , )−3(1 3( , )4(3 1( , )−

 پاسخ است.4گزينه حل:�
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′ − −       
= =       ′       

′ ′ ′ ′− − = ⇒ + + =

+ = −
⇒ = ⇒ = ⇒ = −

− = ⇒ − =
32دوران يافته خط مثال:� =− xyبه مركز دوران90°تحت زاويه),( تحت انتقال1lه خط تصوير است. معادل1lخط��

)y,x()y,x(T 21  كدام است؟=+−

1(�=++ 62 xy2(�=+− 42 xy3(�=+− 52xy4(�=++ 12xy

 پاسخ است.1گزينه حل:�

90 90
90 90

1 2 1 2

2
1 2 2 3 2 6 0

1

x Cos Sin x y
y Sin Cos y x

T(x , y ) (x , y ) (x ,y ) (x , y ) ( y , x )

x y
( x ) (y ) x y

y x
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